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Resumo

Este artigo tem como objetivo realizar uma analise histérica e epistemoldgica do
conceito de numeros reais e o desenvolvimento desse conceito ao longo da
historia até chegar nas definicdes atuais presentes em objetos matematicos que
tiveram alguma influéncia na sua formacdo. O estudo sera realizado sob a
perspectiva da teoria histérico-cultural, cuja origem epistemologica esta no
materialismo historico dialético, o0 que permite concluir que o desenvolvimento
dos numeros foi marcado pelas diferentes formas de se trabalhar com as
representacfes numericas, sendo o conceito atual de niumero real o resultado
de uma excursdo de 25 séculos que contou com contribuicdes de diferentes
civilizagcdes em diversos momentos historicos.
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THE TEACHING OF THE REAL NUMBERS. EPISTEMOLOGICAL AND
HISTORICAL DIFFICULTIES OF THE CONCEPT OF REAL NUMBER

Abstract

This article aims to perform a historical and epistemological analysis of the
concept of real numbers and the development of this concept throughout history
until arriving at the current definitions present in mathematical objects that had
some influence on their formation. The study will be carried out under the
perspective of historical-cultural theory, whose epistemological origin is in
dialectical materialism, which allows to conclude that the development of
numbers was marked by the different ways of working with numerical
representations, where the actual concept of real number is the result of an
excursion of 25 centuries that counted on contributions of different civilizations in
diverse historical moments.

Keywords: History of Mathematics; teaching real numbers.

Introducéao

Sao notdrias, ao observarmos a realidade das escolas brasileiras, as
dificuldades por parte dos alunos em entender os conceitos matematicos e, por

parte dos professores em levar o aluno a pensar, visto que os mesmos muitas
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vezes se sentem desmotivados a estudar. Diante de tal cenério, percebemos a
necessidade de novas metodologias de ensino, a fim de promover a
aprendizagem. Na Matematica a maioria dos alunos concluem o ensino
fundamental sem saber realizar célculos aritméticos basicos, como operacdes
de fracbes e calculo de radicais, bem como interpretar e resolver problemas
elementares envolvendo conceitos numericos, algébricos e geométricos.

A pedagogia tradicional ndo € capaz de expressar a especificidade do
pensar humano e, portanto, ndo caracteriza o processo que generaliza e forma
conceitos e em decorréncia disso, 0 ensino dos conceitos se apresenta
desvinculado de suas procedéncias. Os professores muitas vezes dao respostas
a perguntas que os alunos nao formularam e esperam que eles entendam.
Mostram uma matematica aparentemente pronta e acabada, sem estimular o
pensamento que levou a formular os conceitos.

Portanto, como o0s conhecimentos matematicos foram formados
historicamente, fica evidente que o conhecimento que temos hoje é
consequéncia do desenvolvimento légico-histérico. Portanto, a historia e a
epistemologia dos conceitos devem ser trabalhadas no ensino de maneira a
buscar no processo histérico 0 movimento do pensamento no contexto em que
os conceitos foram desenvolvidos. Assim, ela serve como um rico recurso para
elaboracao de propostas didaticas, ja que essa busca conduz a apropriacdo do
conceito pelo individuo.

Diante dessa problematica surgiu, entdo a motivacao para pesquisar sobre
as dificuldades apresentadas pelos alunos de compreender o conceito de
namero real. O enfoque evolucionista dos nimeros reais leva em consideracao
os resultados do passado e como eles séo trazidos para entender o presente.

O presente artigo sera dividido em duas partes, sendo que a primeira parte
sera realizado um breve estudo histérico e epistemologico dos nameros reais,
mostrando as necessidades e as dificuldades de uma época passada que
levaram a sua criacdo, desde o surgimento dos numeros naturais pelas
sociedades da Antiguidade até o conceito do namero real no final do século XIX.
Na segunda parte serd discutida a dificuldades apresentadas pelos alunos de
compreender o conceito de nimeros reais baseado no problema de natureza
epistemoldgica e uma proposta de ensino utilizando a teoria desenvolvimental

de Davydov.
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Historia dos nimeros reais: nUmeros naturais

Numero ndo é uma ideia facil de conceituar, entretanto, como afirma Boyer:

Boa parte do que hoje se chama matematica deriva de ideias que
originalmente estavam centradas nos conceitos de nimero, grandeza
e forma. Definigdes antiquadas da matematica como uma “ciéncia do
numero e grandeza” ja ndo s&o validas; mas sugerem as origens dos
diversos ramos da Matematica. (Boyer, 2012, p.1)

Dai se pode concluir que o conceito de numero é essencial para toda a
matematica.

As possibilidades numéricas dos povos pré-histdricos se resumiam em uma
apreciacdo global do espaco ocupado pelos seres e pelos objetos préximos.
Esses povos conseguiam no maximo estabelecer uma diferenca entre unidade,
0 par e a pluralidade (Ifrah, 2005, p 17). Ainda hoje se percebe em povos que
vivem como na pré-histéria a presenca apenas dos conceitos de um, dois e
muitos.

Com expde Ifrah, um e dois sdo o0s primeiros conceitos numeéricos
inteligiveis pelo ser humano. O um é o homem associado a criagdo, Unico ser
Vivo em pé, é ele no seio de um grupo social ou em solidao (2005, p.17). O dois,
corresponde a dualidade do feminino e do masculino ou ainda a ideia de
complementaridade, oposicéo.

O primeiro procedimento aritmético foi a correspondéncia um a um, que
consistia em comparar duas colecdes de seres ou de objetos, fazer uma
equiparacao entre elementos de um grupo com outro. A partir deste principio o
homem preé-histoérico pode praticar a aritmética antes mesmo de ter consciéncia
e de saber 0 que é um numero abstrato.

O corpo humano, é considerado como origem da aritmética. As técnicas
corporais do namero levaram os ancestrais a tomar consciéncia da nocao de
ordem. Quando se considera um certo numero de partes do corpo humano numa
ordem previamente estabelecida e sempre a mesma, acaba se tornando
numerica. Dentre as técnicas corporais do numero, o recurso dos dedos da méo
desempenhou realmente um papel determinante. A humanidade inteira

aprendeu a contar abstratamente até 5 nos dedos de uma mao, depois até dez
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por simetria. A mao do homem se representa como a “maquina de contar “mais
simples e mais natural que existe. Com a mao, € possivel a passagem do nimero
cardinal para o ordinal.

Quando o homem tinha acesso a abstracdo dos numeros e aprendeu a
distincdo sutil entre cardinal e o niumero ordinal ele voltou a seus antigos
“‘instrumentos”, mas agora considerando o aspecto de contagem. Foi entdo que
ele se deparou com um problema, como representar nimeros grandes. A partir
disso surge a ideia de agrupamento e com isso as bases. Alguns exemplos séo
a base dez, que sdo agrupamentos por dezenas (ou “feixes” de dez unidades).
Base cinco, agrupamento por feixes de cinco. Base vintesimal, agrupar por
vintenas e potencias de 20 (baseado nos vinte dedos, méo e pé). Base
sexagesimal (baseado no niumero de 1 a 60).

A forma atual dos numerais foi desenvolvida pelos Hindus no século X, de
maneira distinta dos numerais adotados na Europa e em outras regides do
oriente. A utilizacdo desses algarismos foi levada ao resto do mundo através
do comércio e do colonialismo europeu. Foi atribuido ao matematico italiano
Leonardo Fibonacci (1175-1250), que teve contato com esses numeros no Norte
da Africa, que concluiu que o sistema de numerac&o indo-arabico era o melhor
sistema pra ser adotado nas notacdes e nos calculos aritméticos. Para ensina-lo
aos Europeus, Leonardo escreveu o livro Liber Abbaci, que € umas das obras
mais importantes na histéria da matemética (Garbi, 2010, p. 148). Esta frase
inicial do livro € um marco histérico: “Estes sdos os noves simbolos hindus
9,8,7,6,5,4,3,2,1. Com estes nove simbolos e com o sinal 0, que os arabes
chamam de zéfiro, qualquer nimero pode ser escrito” (apud Garbi, 2010). O
sistema de numeracéo indo-arabico tem esse nome devido aos indianos (hindus)
gue o inventaram, e aos arabes, que o transmitiram para a Europa Ocidental.

Pode-se concluir que o sistema indo-arabico é resultado de uma
simplificac@o na escrita em um momento de necessidade de dialogo numérico
entre civilizagcbes diferentes. Esse sistema € e sera usado por tempo
indeterminado como forma de unificacdo numérica, sendo o sistema numeérico

mais utilizado do mundo e o de mais facil entendimento.

Histéria dos numeros reais: nudmeros racionais
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A historia conta que o imperador Sesostris dividiu as terras as margens
do Nilo entre os cidadaos, que as utilizavam geralmente para a agricultura. Cada
pessoa deveria repassar ao imperador uma quantia em impostos equivalente ao
tamanho da terra recebida. No entanto, no periodo das cheias do Rio Nilo, muitas
dessas terras acabavam por ser inundadas, de forma que seus donos se sentiam
lesados e recorriam a Sesostris exigindo uma nova demarcacao para recalcular
o valor a ser pago.

Cabia aos agrimensores a tarefa de medir o terreno e avaliar a reducéo
sofrida por ele. Para isto eles utilizavam cordas que possuiam um né a cada um
cubito (medida do Farao que correspondia a medida do cotovelo ao dedo médio
do Farad) e comparavam o seu comprimento com o do terreno, aferindo quantos
cubitos cabiam no espaco a ser demarcado, por consequéncia essa medida era
expressa em cubitos. Foi entdo que comegaram a surgir alguns obstaculos que
dificultavam a realizacdo dessas medicdes, a partir do momento em que se
houve a percepcao de que quase sempre o nimero de vezes gque o cubito cabia
no comprimento a ser medido nao era inteiro, pois acabava sobrando um
“pedaco” cujo tamanho era menor que a unidade utilizada. Assim, foi preciso o
desenvolvimento de uma nova grandeza numérica que fosse capaz de expressar
0 que eram esses “pedacos”. Neste contexto, a fragdo tem sua origem a partir
da necessidade de representar grandezas de medidas nao inteiras, ou seja,
nameros que indicassem partes menores que uma unidade.

Os gregos, descobriram o0s racionais como aqueles que podem ser
representados como razdes entre inteiros, todas as suas ideias eram
fundamentadas em uma ldgica de raciocinio e baseadas na tentativa de formar
definicdbes dos termos empregados. Por exemplo, os pitagéricos dedicaram
muito tempo ao estudo da musica e descobriram as relacdes matematicas das
notas musicais com o comprimento das cordas que emitiam determinado som.

Por meio da histéria do desenvolvimento das fracdes € possivel notar que,
para chegar aos conhecimentos atuais, foi necessaria a conexao das noc¢oes
tidas por diversas civilizagdes, cujos usos explicitam 0s contextos em que o
conceito de fracdo esté inserido. Tem-se que principalmente as concepcdes de
fracGes no Egito, de decimais na Mesopotamia e as demonstracdes tedricas na

Grécia, se completam, sendo fundamentais para a construcdo da ideia que se
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tem hoje, pois, apesar de utilizarem representacdoes diferentes trabalhavam com
0 Mmesmo conceito.

Medir e contar sédo operacao que a vida diaria nos exige com frequéncia
(Caraca, 2005, p. 29). O problema da contagem foi resolvido pelo homem com
0s numeros naturais. Porém, com o tempo, perguntas do tipo: “quantas vezes
uma grandeza cabe em outra”, tornaram os numeros naturais insuficientes.
Deste modo, 0os numeros racionais vieram como resposta. O conceito dos
ndmeros racionais traz grandezas e medidas. Mas o que seria medir? Medir é a
comparacado de duas grandezas de mesma espécie. E 0 que € grandeza?
Relaciona-se com a quantidade em gque uma determinada qualidade € comum
aos elementos da natureza. O conceito de medida surge do problema de nao
saber dividir a terra igualitariamente. Para medir sdo necessarios: a escolha da
unidade, comparacao dessa unidade e expressao dessa comparagao por um

ndmero.
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Figura |: Caraca (2005, p.32)
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Figura 2: Caraca (2005, p.33)

Na figura 1, quantas vezes CD cabe em AB? A resposta prontamente seria
quatro vezes. Mas na figura 2, quantas vezes CD cabe em AB? A resposta seria
3 vezes e sobraria um pedacinho. Mas como expressar esse pedacinho?
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Figura 3: Caraca (2005, p.35)
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Por Caraca (2005, p.35) a razdo dada por % no caso da figura 1 existe é

quatro. Ja nafigura 2, seria impossivel nos nimeros naturais. Mas, € na negacao
dessa impossibilidade que se abre e constr6i 0 novo namero: o numero
fracionario. Para a criagcdo deste novo campo numeérico foram utilizados: o
principio da extensdo (niUmeros criados pela comparacéo) e a andlise da questao
(onde esta a dificuldade na divis&o).

Porém, apesar de sua importancia, considerando sua aplicacéo, os estudos
revelam que durante muito tempo as notagcdes apresentadas eram mal fixadas e
inadaptadas a prética. Além disso, acreditou-se por um longo periodo que elas
expressavam apenas relagdes entre inteiros, de forma que s6 foram aceitas
como sendo verdadeiramente um numero a partir do desenvolvimento do célculo
e da aritmética, quando comprovou-se que elas obedecem as mesmas regras

que 0s numeros inteiros.
A crise dos incomensuraveis: os numeros irracionais

Para os Pitagéricos, todas as grandezas podiam ser expressas por
ndmeros inteiros ou pela razdo entre dois nimeros inteiros. Neste caso dizemos
gue as grandezas sd0 comensuraveis, isto €, Dados dois segmentos AB e CD,

existe um segmento u e dois inteiros m e n tais que AB=um e CD=nu. Portanto

a razao entre os segmentos AB e CD é dado por %

Pela ironia do destino, o préprio Teorema de Pitagoras foi uma das
hip6teses provaveis da descoberta da existéncia de nimeros incomensuraveis,
isto é, que ndo podem ser expressas por razao entre dois inteiros. No quadrado

de lado 1, a diagonal d deste quadrado é calculada usando o teorema de

Pitagoras e é dada por V2, onde esse resultado ndo pode ser expresso entre a
razao entre dois inteiros. Esse resultado pode ser provado por contradicdo ou
absurdo e se encontra em Caraca (2005, p. 50). Surgiu entdo um novo numero,
gue seria denominado posteriormente de nameros irracionais. Eudoxio de
Cnidos, que foi discipulo de Platéo, foi o primeiro a resolver o problema das
grandezas incomensuraveis construindo a teoria das proporcdes, que se

encontra no livro V dos Elementos de Euclides.
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O conjunto dos numeros reais

Para conceituar o conjunto dos nameros reais, sera baseado no livro
Conceitos fundamentais da Matematica de Bento De Jesus Caragca. Vamos
denotar por P o conjunto dos pontos de uma reta e Q o conjunto dos niumeros
racionais. Todo numero racional corresponde a um ponto da reta. Existe uma
correspondéncia de Q em P que € completa e univoca, mas nem todo ponto da
reta € um numero racional. A correspondéncia P em Q ndo € completa, isto €,
ndo hé& correspondéncia biunivoca entre P e Q.

A questdo a ser investigada, 0 que nega a correspondéncia biunivoca
entre P e Q. Vamos investigar as caracteristicas do conjunto da reta P e
relaciona-las com o conjunto dos nameros racionais Q. O conjunto P e Q séo
infinitos, isto €, possuem uma infinidade de elementos. Eles sé&o ordenados,
existe uma relacdo de ordem entre os pontos de uma reta e entre 0s humeros
racionais. P e Q sdo densos, isto é, entre dois elementos de um conjunto existem
uma infinidade de elementos do mesmo conjunto.

Galileu e Leibniz julgava que a continuidade de pontos de uma reta era
consequéncia da densidade. Mas os racionais sdo densos e ndao formam o
continuum. Se representamos todos os racionais numa reta, ndo teremos
preenchido totalmente o0s pontos, restardo inUmeros buracos, que
posteriormente seriam preenchidas pelos nimeros irracionais. O problema da
correspondéncia biunivoca esta no fato do conjunto dos nimeros racionais nao
serem continuos. Este fato implica que entre dois niUmeros racionais existem
inUmeros numeros racionais e ndo-racionais, indicando que o conjunto dos
nameros ndo-racionais é mais abundantes do que suponham os Gregos.

Para o preenchimento dos buracos, Dedekind (1931-1916) fez uma
definicdo de numeros reais conhecidos como corte de Dedekind que sera

enunciado a grosso modo como:

Cortando uma reta em duas partes podemos partes podemos separar
0s numeros racionais em duas classes A e B onde todo nimero da
primeira classe A € menor que todo nimero da classe B. dessa forma
cada corte define um e um s6 niimero real. Se A tem o maior elemento
ou se B tem o menor elemento, o corte define um ndimero real racional;
mas se A nao tem maior elemento ou B ndo tem menor elemento, entdo
o corte define um nimero irracional (Bongiovanni, 2005, p.99).
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O conjunto dos numeros reais entdo € definido como a unido dos
conjuntos dos numeros racionais com 0s numeros irracionais. Para definir um
namero racional, basta dois nUmeros naturais. Para definir um namero real sdo
necessérias duas infinidades de numeros racionais (corte). O interessante é que
o corte de Dedekind foi inspirando na teoria das propor¢cdes de Eudoxio de
Cnidos enunciado na Grécia Antiga para resolver o problema dos numeros

incomensuraveis.

O ensino dos numeros reais na Educacdo Basica e uma proposta de

trabalho

Apébs essa excursao histérica de 25 séculos descrita acima, como definir
esses numeros na Educacao basica? Primeiramente vamos analisar o que diz
Os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) sobre o ensino dos numeros

irracionais propéem na Educacao Basica.

“Na perspectiva de que o aluno amplie e aprofunde a no¢éo de numero,
€ importante coloca-lo diante de situacdes em que os numeros
racionais sado insuficientes para resolvé-las, tornando-se necesséria a
consideragcdo de outros numeros: os irracionais. Recomenda-se, no
entanto, que a abordagem destes Ultimos ndo siga uma linha formal,
gue se evite a identificacdo do nimero irracional com um radical e que
ndo se enfatizem os calculos com radicais, como ocorre
tradicionalmente” (PCNs, 1998).

Os PCNs sugerem ainda que deve-se trabalhar com os numeros
irracionais como pontos da reta real, fazendo com que o aluno compreenda a
necessidade do irracional na constru¢cdo do conjunto dos nameros reais. Na
maioria das vezes o numero irracional é trabalhado com dois conceitos que séo:
Os numeros irracionais sdo numeros que ndo podem ser expressos na razao
entre dois inteiros e os irracionais sao numeros decimais infinitos ndo-perioddicas.

Esses conceitos ndo levam em conta o desenvolvimento da estrutura dos
irracionais, levando o aluno a entender que estes numeros existem sO na
abstracdo, sdo numeros invisiveis. Mas na verdade esses numeros aparecem
em muitas situacdes problemas, como o numero 1. Outras vezes o irracional é
relacionado com as raizes ndo-exatas, limitando o seu estudo no calculo com

radicais, ndo contribuindo em nada com a compreensédo do seu conceito.
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Além disso, com o desenvolvimento de outras areas da matematica,
encontramos situacdes onde aparecem 0s numeros irracionais, diferente das
definicbes dadas anteriormente. Podemos dizer que 0s ndameros irracionais
podem ser classificados como: as raizes ndo exatas; sdo combinacao finitas de
operacles racionais e radiciagdo sobre inteiros; sdo raizes de equacdes
algébricas gerais de grau superior a 4, que ndo pertencem a categorias acimas
e sdo numeros transcendentes como o Pi e e (numero de Euler) onde tais
nameros podem ser escritos como aproximacao de limites de series numéricas.

O problema investigativo proposto €: como trabalhar os numeros reais,
principalmente o0s nameros irracionais, que utilizam conceitos de uma
Matematica abstrata que s6 é ensinado nos ultimos periodos de um curso de
Licenciatura em Matematica?

Diante do exposto acima, a teoria de Davydov, baseado na teoria histérico
cultural de Vygotsky, tendo como foco o ensino e a aprendizagem poderdo
contribuir para indicar possibilidades didaticas para o ensino de niumeros reais,
demonstrando que nao se trata de mera aplicacdo de uma teoria pedagogica e
que ndo existe didatica fora dos conhecimentos especificos.

Por esse motivo, a atividade de estudo proposta vai na direcdo da
abstracdo para o concreto, das caracteristicas gerais da reta para o estudo
particular do conceito de numero, pretendendo uma abordagem do conceito de
namero real relacionando-o com as principais caracteristicas do conjunto dos
pontos de uma reta, que séo: a dualidade discreta/continua, nocao de infinidade,
densidade entre dois pontos, relacdo de ordem e continuidade dos pontos da
reta. Apos estudar essas caracteristicas da reta, sera feito uma correspondéncia
com o conjunto numérico real, mostrando a infinidade, a densidade (que entre
dois niUmeros racionais existem infinitos nimeros racionais), a ordenacédo dos
reais e a continuidade (mostrando que todo ponto da reta corresponde a um
namero real). Assim, pretende-se com essa relacdo, que o aluno entenda a
esséncia do conceito de numero real.

Na teoria desenvolvimental de Davydov o foco da aprendizagem nao é o
resultado descritivo do conteddo em si, mas o processo pelo qual se obtém o
resultado. Por esse motivo a atividade de estudo tem por objetivo dos alunos se

apropriarem das acdes mentais conexas aos conceitos tedricos. Para Freitas
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(2012, p. 402) na atividade de estudo deve ter uma conexao entre 0 percurso

investigativo cientifico e o percurso de estudo do objeto pelo aluno.

Em sintese, a exposi¢do do conhecimento resultante da investigagao
cientifica se realiza por um movimento de pensamento que parte da
analise do objeto mediado pela abstracdo para explica-lo em sua forma
concreta e real”. (Freitas.2012. P.402).

Para Freitas (2016) a teoria desenvolvimental atribui a escola a finalidade
dos alunos de apropriarem a cultura produzida e acumulada social e
historicamente, oferecendo conceitos e novas func¢des psiquicas superiores,
desenvolvendo assim, sua consciéncia. Para Davydov o aluno se desenvolve
através da atividade de estudo. Toda atividade de estudo desenvolvida pelo

professor deve ter como objetivo a assimilacado dos conceitos cientificos.

Concluséao

O presente artigo pretendeu analisar como o conceito dos niUmeros reais
se desenvolveu historicamente, partindo das necessidades dos homens e na
medida em que o homem aprendeu a transformar a natureza, faz-se crescer a
sua inteligéncia, o homem coloca a natureza exterior através das suas
transformacdes ao servico dos seus fins. Com o tempo o estudo dos numeros
se transformou de uma ciéncia empirica ou experimental a uma ciéncia dedutiva
e abstrata, que foi evoluindo de maneira gradual até chegar ao conceito formal
de namero real. A relacao dialética entre vida ativa e pensamento abstrato, é o
motor do desenvolvimento dos nimeros e consequentemente da Matematica.

O olhar da teoria l6gico-historico da formagéo do conceito de nameros
reais aqui apresentada trabalha para que os professores compreendam como
determinados conteudos foram desenvolvidos ao longo do tempo e ao juntar este
conhecimento com o desenvolvimento logico, atual, deste mesmo contetudo
possa criar propostas de ensino que trabalhem situactes desencadeadoras de
aprendizagem que utilizem, implicitamente, a Epistemologia e a Historia da

ciéncia ensinada.
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