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Resumo

Experimentar, conjecturar, formalizar e generalizar sdo os quatro pilares da
Investigacdo Matemética, podendo ser desenvolvida, em particular, com o
apoio do software GeoGebra. Desde que comecou a ser introduzida no Instituto
Federal de Educacgdo, Ciéncia e Tecnologia de Goias, Campus Goiania
(IFG/Goiania), nas disciplinas de formacdo de professores, esta teoria tem
despertado conjecturas nas diversas subareas matematicas: Determinantes,
Lugares Geométricos, Funcdes Inversas, Operacdoes e Raizes de Numeros
Complexos, Soma de Vetores e Poligonos. Este trabalho propde uma rapida
exposicao de alguns destes topicos, como foram trabalhados em sala de aula e
como o software ajudou no aprendizado significativo destes contetdos. Nossa
base tedrica serd o ensino desenvolvimental de Davydov que nasce do
Materialismo Histérico Dialético, cujas premissas geraram uma perspectiva
particular onde se desenvolveram suas bases: a aprendizagem se da,
inicialmente, do interpessoal para o intrapessoal; o papel da escola é ensinar
conceitos cientificos; a atividade precede a aprendizagem; a historia do objeto
deve ser compreendida; o caminho da boa aprendizagem é do abstrato para o
concreto; o processo descritivo ndo contempla a aprendizagem significativa; a
atividade deve atingir a esséncia do objeto; o método decorre do conteudo; a
motivacdo € importante para o ensino-aprendizagem dos conceitos cientificos;
conhecendo seu aluno sécio-cognitivamente, o professor associa ciéncia e
cultura.
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Abstract - Experiment, conjecture, formalize and generalize are the four pillars
of research Mathematics can be developed, in particular, with the support of the
software GeoGebra. Since it began to be introduced in the Federal Institute of
education, science and technology of Goias, Goiania Campus (IFG/Goiania),
teacher training in the disciplines, this theory has sparked conjecture in various
subareas mathematics: Determinants, places Geometric inverse functions,
operations and roots of complex numbers, addition of Vectors, and polygons.
This paper proposes a quick display of some of these topics, as were worked in
the classroom and how the software has helped in significant learning of these
contents. Our theoretical basis is the development of the education of the
Davydov, born of historical materialism dialectic, whose premises have
generated a particular perspective where they developed their foundations:
learning takes place, initially, of the intrapersonal for the interpersonal; the role
of the school is to teach scientific concepts; the activity precedes learning; the
history of the object must be understood; the path of good learning is the
abstract for the concrete; the descriptive process does not provide meaningful
learning; the activity must reach the essence of the object; the method stems
from the content; motivation is important for the teaching and learning of
scientific concepts; knowing your student partner-cognitively, the teacher
combines science and culture.

Key Words: Research, Mathematics, GeoGebra, Developmental Education.

1. Introducéo - o ensino Desenvolvimental de Davydov

Esta teoria foi discutida com os alunos, com o objetivo de que os
mesmos entendessem 0 que queriamos propor, possibilitando a inser¢cdo da
teoria no seu proprio trabalho. Nossos estudos iniciais foram motivadores,
mostrando o potencial da proposta, aqui apresentada em uma de suas
possibilidades, tendo como referenciais pressupostos da Teoria de Davydov a
saber:

1.1. A aprendizagem se da, inicialmente, do interpessoal para o
intrapessoal

A crianga nasce num mundo desenvolvido sob todos os aspectos. Busca
inicialmente se apropriar dos valores culturais transmitidos pela familia, pela
sua vida social, pelas linguagens falada, escrita e simbdlica, todas elas com
alto grau de complexidade. Estabelece suas relacbes e seu conhecimento
empirico vai se consolidando, com base nessas relacfes. A atividade mental é
mediatizada pela linguagem nessa interagcdo social com o0s objetos ali
constituidos, os quais estdo carregados de historicidade e sao interiorizados,
isto €, a crianca se apropria dos éxitos do desenvolvimento histérico e dos

objetos criados pelo homem para dominar seu ambiente. Isso se da,
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inicialmente, através da comunicacdo, depois pela atividade mental, as vezes
reprodutiva e as vezes criadora, num processo sem fim (FREITAS e LIMONTA,
2012, p.8).

1.2. O papel da escola é ensinar conceitos cientificos

Segundo Libaneo, apud Freitas e Limonta (2012, p. 7), Davydov em seu
ensino desenvolvimental, defende a escola e o ensino dos conhecimentos
cientificos, éticos, estéticos e técnicos como 0s principais meios de promocéao

do desenvolvimento psicoldgico e sociocultural desde a infancia.

1.3. A atividade precede a aprendizagem

Como a finalidade da escola é ensinar conceitos cientificos, entdo o
trabalho do professor e a atividade proposta por ele tem importancia
fundamental. Para Davydov, a atividade é essencial para que o aluno
compreenda os conceitos cientificos e precede seu desenvolvimento mental,
coadunando-se com Vygotsky, afirmando que a aprendizagem impulsiona o
desenvolvimento e ndo é, nesta perspectiva, a sua simples assimilacdo e
reproducdo, como € costume na nossa educagdo, mas deve emergir da relacédo
do sujeito com o objeto a partir de uma situacdo proposta pelo professor com
esta finalidade. Assim, ele deve organizar o ensino levando em consideracéo
as acdes mentais que serao realizadas pelos alunos (PERES e FREITAS,
2013, p.8). Um conceito cientifico proposto levard em consideracdo sua
historicidade de modo que o aluno entenda sua utilidade na vida repensando o
cotidiano cientificamente, transformando seu conhecimento empirico em

cientifico.

1.4. A Histéria do objeto deve ser compreendida

O planejamento do ensino, nessa perspectiva, solicita ao professor que
conheca a origem historica e o desenvolvimento dos conteudos, tanto na légica
propria do campo cientifico quanto em suas relagbes com outras ciéncias e
com a cultura geral. Essas relacdes, verificadas pelo professor, ser&o
comunicadas as crian¢as junto com o conteudo, e isso tem como objetivo que

elas aprendam a estabelecer suas proprias relacdes e a operar criativamente o
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conceito, tornando-o uma ferramenta de pensamento préopria (PERES e
FREITAS, 2013, p. 13).

1.5. O caminho da boa aprendizagem € do abstrato para o concreto

Para entender essa premissa, nhotamos que o conhecimento cientifico
abordado no ensino é abstrato, produto final de um pensamento histérico e
coletivo. O professor bem preparado planeja uma atividade com a finalidade de
ensina-lo e, para tanto, deve torna-lo concreto para que, em seguida, o aluno
consiga visualizad-lo de forma abstrata, como esta constituido. Tornéa-lo
concreto significa que a atividade proposta deve ter a dimensao de percebé-lo
em uma situacdo que permita compreendé-lo, retornando para o status de

abstrato.

1.6. O processo descritivo ndao contempla totalmente a aprendizagem
significativa

Para exemplificar, vamos lembrar como “aprendemos” o conceito de
funcdo. Geralmente, o professor apresenta esse conceito de forma descritiva.
Mas isso para Davydov é insuficiente. E necesséario que a atividade ative e
estimule a capacidade de pensar, sendo capaz de, a partir de uma situacéo
planejada, permitir que o aluno entenda o seu porqué. No caso, o aluno deve
compreender essencialmente porque o matematico define funcdo daquela
forma. Portanto, a histéria do conceito ajudard a explica-lo e a atividade
proposta deve ser planejada incluindo esse pressuposto além de permitir ao

aluno apropria-lo.

1.7. A atividade deve atingir a esséncia do objeto

Ao planejar uma atividade, o professor deve buscar o principio geral do
objeto, com a finalidade de que o aluno compreenda esse principio,
inicialmente aplicando-o a situagdes particulares. Esta deve permitir ao mesmo
acessar o nucleo do objeto. Isso é algo plausivel e importante para o ensino da
matematica, pois 0s objetos matematicos possuem nucleos e esséncias bem
definidas e também uma histéria, sendo um trabalho possivel no contexto

escolar.
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1.8. O método decorre do conteudo

Segundo Davydov, apud Peres e Freitas (2013, p. 10), um principio
basico do ensino desenvolvimental € que os métodos de ensino decorram do
conteudo, ou ainda, dos conceitos que compdem o0s conteudos escolares.
Portanto, a atividade de aprendizagem é a organizacdo e proposi¢cdo, pelo
professor, de um conjunto de tarefas que poderéo levar o aluno a formar em
sua mente diversos conceitos que, inter-relacionados, compdem um dos
conteudos de uma determinada area do conhecimento a ser aprendido. Assim,
uma metodologia pode ser adequada para trabalhar propriedades de funcbes e
geometria euclidiana, por exemplo, mas pode ser ineficiente para o ensino de

analise combinatoria, sendo necessaria outra para este fim.

1.9. A importancia da motivacdo para o0 ensino-aprendizagem dos
conceitos cientificos

Para esta concepc¢ao é importante a questdo da motivacdo para que se
alcance a aprendizagem efetiva. Assim, a atividade proposta deve se constituir
como motivadora para que o aluno deseje aprender. E necesséario que o
professor trabalhe a questdo da emocdo em suas atividades, de modo a
despertar no seu aluno esse desejo. Um passo nesta direcdo € conceber que,
em aula, lidamos com sujeitos potenciais e inteligentes. Entdo devemos
valorizar a existéncia do outro, levando a proposta a todos os participes ali
presentes, considerando a coletividade.

1.10. Conhecendo seu aluno sécio-cognitivamente, o professor associa
ciéncia e cultura

O professor, ao considerar as caracteristicas psicolégicas, culturais e
sociais de seus alunos, propora atividades integradoras de modo a levar em
consideracdo a transformacdo do pensamento empirico de seu aluno em

pensamento cientifico. A atividade deve ser o elo entre esses dois mundos.

2. A Investigacdo Matematica com o GeoGebra
Na pratica, solicita-se algo aos alunos e, ao se considerar alguns
exemplos ilustrativos do fato proposto (experimentar), comecavam a presumir a

respeito daquela situacao particular (conjecturar). A conjectura era, entao,
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investigada (formalizar) e, se o padrao encontrado continuava a surgir como
resposta, definia-se como préximo passo a tentativa de demonstrar que o
padrdao era realmente valido para todas aquelas situacOes particulares
(generalizar). A seguir, relataremos alguns momentos em que a investigacao

orientada pelo ensino desenvolvimental ocorreu em sala de aula.

2.1. Investigacdo Numero 01: Qual é o lugar geométrico no Plano Argand-

Gauss que representam as poténcias de um complexo “z” Imaginario Puro?

Figura 1: (@) z = (2D™ (b) z = (=2D)™; (c)z = (—gi)"; (d)z= (% i)n; com -5
<n<5.
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Fonte: Os autores.
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Ao verificarmos as situagcbes onde o coeficiente de “i” € inteiro ou

racional, observamos que o grafico € uma espiral centrada na origem,

modificando, apenas, seu aspecto inicial.

2.2. Investigacdo Numero 02: Qual € o lugar geométrico dos vértices de uma
pardbola f(x) = ax* + bx + ¢, quando variamos “a” e “b”, separadamente? Nota:
variando-se “c” e mantendo-se “a” e “b” constantes, logicamente, por inducéao,

teremos sempre uma reta paralela ao eixo dos'y.

Figura 2: (a) f(x) = ax® + 4x + 2,a € R*; (b) f(x) = 3x®> + bx + 2,b € R.

() (b)

-2 1 1] 1 2 T
/ )

Fonte: Os autores.

Ao investigarmos as situacdes propostas (variacdo dos coeficientes “a” e
“b”, separadamente), observamos que o lugar geométrico na primeira situacao
(variacdo de a) € uma reta e na segunda situagdo (variacdo de b) € uma

parabola.

2.3. Investigacdo Numero 03: Esta investigacdo € proposta por Vaz e Jesus
(2013), onde conjecturam: qual € o valor do determinante de uma matriz

qualquer, cujos termos sao consecutivos, ordenados em linhas ou colunas?

a) Matriz 2x2 — Demonstragéao:

n n+1

n+2 n+3l” nm+3)-@n+2.0+1=-2
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b) Matriz 3 x 3 — Demonstracao:

n n+1 n+2
n+3 n+4 n+5
n+6 n+7 n+8

de uma linha ou de uma coluna pelo mesmo numero e adicionando o0s

— Teorema de Jacobi: Multiplicando todos os elementos

resultados aos elementos correspondentes de outra linha ou coluna, formamos
a matriz B, onde ocorre a seguinte igualdade: det(A) = det(B). Assim,

fazendo: Linha, — 1. Linha; e Linhas —1. Linha;, teremos:

n n+l1 n+2
3 3 3 | —» Se verificarmos em uma matriz duas linhas ou duas
6 6 6

colunas com elementos proporcionais, o determinante tera valor igual a zero.

Logo, das linhas 2 e 3 temos que o determinante e igual a zero.

c) Matriz ¢c x ¢ — Demonstracao:

n n+1 n+(c—1)
n+c n+c+1 n+2c—-1
n+(c—1)c n+(c—1c+1 n+c-1

Aplicando as mesmas propriedades anteriores, teremos:

n n+1 n+(c—-1)

c Cc c

(c—1)c (c—1)c (c—1)c

Portanto, este determinante também é zero. Assim, concluimos que: se temos
uma matriz com o0s termos consecutivos em linhas ou colunas: se for uma
matriz de ordem 2, entdo, o determinante sera —2; para as matrizes quadradas

de ordem ¢ com ¢ > 2, entéo, o determinante sera igual a 0.

Figura 3: Determinante de uma matriz de ordem 4 com termos
consecutivos.
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2.4. Investigacdo Numero 04: Esta investigacdo € proposta por Vaz e
Vasquez (2015), onde pedem para determinar funcdes reais tais que f(x) =
f~1(x), ou seja, funcdes inversas de si mesmas, chamadas de Involucdes.
Vérias de suas propriedades sdo apresentadas por Wiener e Watkins (2002).
Através do software, algumas funcdes sdo descobertas por inspecao
(experimentacdo), como as familias de fungfes. Dois exemplos sdo mostrados

na figura a seguir:

Figura 4: (@) f(x) = —x + k, k € R; (b) g(x) = g,k € R".
() ) (b)

Fonte: Os autores.

Na fase de conjecturar, € proposto que se f real € uma involugéo, entao:
i. f ésimétrica em relacéo a reta x = y;
ii. Se o seu gréafico esta contido no segundo e no quarto quadrante,

entdo f é uma funcéo impar;
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ii. Se f ndo é a funcdo identidade, x, € c dom(f) tal que
f(xy) = x, € f continua em I, entdo f é decrescente em I;

iv. Se f possui as condicbes do item anterior e € derivavel em x,,
entdo o grafico de f corta a reta x =y no ponto (xy,x,) em
angulo reto.

O passo seguinte é a formalizacdo, ja que as conjecturas propdem
condi¢Oes gerais para funcodes reais.

2.5. Investigacdo Numero 05: Investigando uma propriedade dos poligonos.
Esta atividade é posposta por Vaz, Vasconcelos e Freitas Filho (2015, p.
11). Considere um triangulo qualquer, crie trés vetores com extremidade inicial
em um veértice e final no ponto médio do lado oposto ao vértice, como na figura
4 (a).
Através da experimentacdo, percebe-se que a soma dos vetores é

sempre nula, ou seja, forma um ciclo, como mostra a Figura 4 (b).

Figura 4: (a) Construcao dos vetores; (b) Representacdo geométrica

da soma vetorial.

(@) (b)

c

Fonte: Os autores.

Na fase de conjecturar, € levantada a hipotese de que esta propriedade

€ valida para qualquer triangulo. A formalizacdo se faz de maneira simples,

basta notar que os vetores podem ser escritos na forma u = BA + %; v=CB+

BA CB
S ew= AC + > Efetuando a soma, obtemos o valor nulo.
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Por ultimo, os autores generalizam a propriedade para poligonos
quaisquer de n lados e apresentam uma demonstracdo com uma simbologia
apropriada para facilitar as representagdes. Como resultado mostram que, para
um poligono de n lados, obtemos n — 2 conjuntos de vetores aos quais as

somas sao nulas.

3. Concluséao

Apés o levantamento dos trabalhos realizados no IFG/Goiania,
envolvendo Investigagdo Matematica com o GeoGebra, verificamos que a
utiizacdo do software como ferramenta mediadora do conhecimento
matematico e a articulagio com a fundamentacdo tedrica do ensino
desenvolvimental, inicia um processo de ensino e aprendizagem efetivo, onde
0s envolvidos se fizeram co-participes da construcdo do conhecimento
matematico, aliados aos quatro passos da sequéncia didatica proposta por Vaz
(2012). Todos os propositores das atividades abordadas concluiram que o
software auxiliou os alunos a fazerem conjecturas, formalizar os conceitos,
além da motivacdo que demonstraram nas situacdes-problema propostas.
Com esse artigo, buscamos reunir e apresentar algumas pesquisas realizadas
no IFG que utilizaram o software GeoGebra como base, no periodo de 2010 a
2016. Os resultados e as conclusbes deixam claro que, com o auxilio do
software, as fases de experimentacdo, conjecturacdo, formalizacdo e
generalizacdo ficam mais evidentes e fluem, a cada fase, com mais
naturalidade e menos complexidade, diferentemente se o conteudo fosse
explorado como tradicionalmente se costuma fazer (teoria, exemplos,
exercicios).

Concluimos nosso trabalho enfatizando o potencial da proposta,
observando, através dos relatos e pela observacdo das reagbes dos alunos,
gue esta metodologia agregou, até o momento, elementos substanciais na
formacao destes e mostrou-se colaboradora no trabalho motivador e inovador
com relacdo ao ensino de matematica. Constatamos a necessidade de
continuar o trabalho e ampliar nossos objetivos dentro e fora deste projeto.
Nesta direcao, ja foi proposto a realizacédo de pesquisas de conclusdo de curso
constituidas a partir desta experiéncia. Sentimos a necessidade de construir

um laboratorio de ensino de matematica, buscando inserir 0 ensino
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desenvolvimental como base na escolha das atividades, na confeccao do
material manipulavel, na selecdo de videos, entre outros. Notamos certa
urgéncia em trabalhar na graduacdo, de forma mais eficaz, esta teoria de
Davydov, com o objetivo de preparar melhor nosso futuro professor, pois ficou
nitido que nosso aluno ainda é carente de uma formag¢do adequada, mesmo
qgue no interior do curso estejam sendo trabalhadas disciplinas nessa diregéo.
Percebemos que ndo € atingida a esséncia dos objetos estudados nestas
disciplinas (um dos pressupostos do ensino desenvolvimental), algo que esta

teoria pode, com dedicacéo e trabalho, nos ajudar a alcancar.
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